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Ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ïîäõîä ê îöåíêå "ñëîæíîñòè" íåïðåðûâíîé êðèâîé íà îò-
ðåçêå. Îñíîâíàÿ èäåÿ ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñëîæíîñòü êðèâîé
äîëæíà îöåíèâàòüñÿ îòíîñèòåëüíîé äîëåé èíôîðìàöèè, êîòîðàÿ íåîáõîäèìà äëÿ åå
âîññòàíîâëåíèÿ ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ïî íàáîðó çíà÷åíèé â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê
ïðè ïîìîùè çàäàííîé ñîâîêóïíîñòè ìåòîäîâ. Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä èëëþñòðèðóåòñÿ
îöåíêîé ñëîæíîñòè ðàçëè÷íûõ ôðàãìåíòîâ ýëåêòðîýíöåôàëîãðàììû ÷åëîâåêà (ÝÝÃ)
è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ìàêðî- è ìèêðîñòðóêòóðíîãî àíàëèçà
ÝÝÃ.

1. Îñíîâíàÿ èäåÿ

Ïîíÿòèå "ñëîæíîñòè" (èëè "ïðîñòîòû") òîãî èëè èíîãî îáúåêòà îò-
íîñèòñÿ ê ÷èñëó ôóíäàìåíòàëüíûõ íàó÷íûõ ïîíÿòèé. Ýòîé ïðîáëåìîé
çàíèìàëèñü ìíîãèå âûäàþùèåñÿ ó÷åíûå, è èìåþòñÿ ìíîãî÷èñëåííûå ïî-
ïûòêè ïðèìåíèòü "ñëîæíîñòíîé" ïîäõîä ê ïðèêëàäíûì çàäà÷àì, â òîì
÷èñëå è ê àíàëèçó ýëåêòðîýíöåôàëîãðàììû ÷åëîâåêà (ÝÝÃ).

Íàïîìíèì âêðàòöå îñíîâíûå èäåè, ñâÿçàííûå ñ ïîíÿòèåì "ñëîæ-
íîñòü". Ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå êîëè÷åñòâåííûé ïîäõîä ê ïîíÿòèþ
"ñëîæíîñòü ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû"ïîÿâèëñÿ â ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå, êî-
ãäà âîçíèêëî ïîíÿòèå "ýíòðîïèÿ". Â ðàâíîâåñíîé ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçè-
êå ïîä ýíòðîïèåé ïîíèìàþò êîýôôèöèåíò ïðè àñèìïòîòèêå ëîãàðèôìà
÷èñëà êîíôèãóðàöèé, îáëàäàþùèõ òåìè èëè èíûìè ñâîéñòâàìè, êîãäà
÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû ñèñòåìû ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. ×åì áîëü-
øå ýíòðîïèÿ, òåì "ñëîæíåå" ñèñòåìà.

Â òåîðèè èíôîðìàöèè Øåííîíà, ñîçäàííîé â 40-å ãîäû, ââîäèòñÿ
ïîíÿòèå ýíòðîïèè âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî
ýíòðîïèÿ åñòü íåêîòîðàÿ ìåðà "ñòåïåíè íåîïðåäåëåííîñòè", ñâîéñòâåí-
íîé òîìó èëè èíîìó âåðîÿòíîñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ, è ïðè åñòåñòâåííûõ
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óñëîâèÿõ ýòà ìåðà åäèíñòâåííà. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî øåííîíîâñêàÿ ýí-
òðîïèÿ åñòü êîýôôèöèåíò ïðè àñèìïòîòèêå ëîãàðèôìà ÷èñëà "òèïè÷-
íûõ" ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ
îäíî è òî æå äàííîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé, ïðè óâåëè÷åíèè äëèíû
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ("òèïè÷íûå" ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � ýòî òàêèå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè, äëÿ êîòîðûõ îòêëîíåíèå ÷àñòîò ñîáûòèé îò èõ âåðîÿò-
íîñòåé íå ïðåâûøàåò çàäàííîãî ìàëîãî ÷èñëà). Âíîâü ìîæíî ãîâîðèòü
î òîì, ÷òî âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå òåì áîëåå "ñëîæíî", ÷åì áîëü-
øå åãî ýíòðîïèÿ (ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ ñàìîå "ñëîæíîå" ðàñïðåäåëåíèå
� ðàâíîìåðíîå, òàê êàê îíî èìååò ìàêñèìàëüíî áîëüøóþ íåîïðåäåëåí-
íîñòü).

Ðàçâèòàÿ Êîëìîãîðîâûì è Ñèíàåì (ñì., íàïðèìåð, [1]) òåîðèÿ äèíà-
ìè÷åñêèõ ñèñòåì ïðèõîäèò ê ïîíÿòèþ ýíòðîïèè òàêèõ ñèñòåì. Ïî ñóòè,
ýòî îáîáùåíèå øåííîíîâñêîé ýíòðîïèè íà äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû. Ýí-
òðîïèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû åñòü êîýôôèöèåíò ïðè àñèìïòîòèêå ëî-
ãàðèôìà ÷èñëà ðàçëè÷íûõ òèïîâ òðàåêòîðèé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, êî-
ãäà âðåìÿ ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. È ñíîâà ýíòðîïèÿ äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû ìîæåò ñëóæèòü ìåðîé åå "ñëîæíîñòè": ÷åì "ñëîæíåå" ñèñòåìà,
òåì áîãà÷å ðàçíîîáðàçèå åå òðàåêòîðèé.

Ïîíÿòèå ýíòðîïèè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (è ñâÿçàííûå ñ ýíòðîïè-
åé òàêèå "íåëèíåéíûå õàðàêòåðèñòèêè", êàê êîððåëÿöèîííûé èíòåãðàë,
ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü, ýêñïîíåíòà Ëÿïóíîâà, ñì., íàïðèìåð, [2]) ïðè-
ìåíÿåòñÿ è â òàê íàçûâàåìîé íåëèíåéíîé, èëè "õàîòè÷åñêîé", äèíàìèêå.
Îäíà èç çàäà÷ ýòîé íàóêè � âîññòàíîâëåíèå îïèñàíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñè-
ñòåìû ïî åå ðåàëèçàöèÿì. Çäåñü îïÿòü ñëîæíîñòü ñèñòåìû îòîæäåñòâëÿ-
åòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ åå îïèñàíèÿ, ò.å., â êîíå÷íîì ñ÷åòå, ñ ýíòðîïèåé.

Â íà÷àëå 80-õ ãîäîâ Êîëìîãîðîâ [3] ïðåäëîæèë íîâûé, àëãîðèòìè-
÷åñêèé, ïîäõîä ê ïîíÿòèþ "ñëîæíîñòü" îáúåêòîâ. Îñíîâíàÿ èäåÿ ýòîãî
ïîäõîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî "ñëîæíûé" îáúåêò òðåáóåò äëÿ ñâîåãî îïè-
ñàíèÿ ìíîãî èíôîðìàöèè, à "ïðîñòîé"� ìàëî. Ýòà èäåÿ ôîðìàëèçîâà-
íà íà ÿçûêå òåîðèè àëãîðèòìîâ, è ñëîæíîñòü, ãðóáî ãîâîðÿ, èçìåðÿåòñÿ
äëèíîé ïðîãðàììû, ïðèâîäÿùåé ê âûäåëåíèþ äàííîãî îáúåêòà èç íåêî-
òîðîãî ìíîæåñòâà.

Èìåííî ýòà èäåÿ Êîëìîãîðîâà áëèæå âñåãî ê òîé, êîòîðóþ ìû ñî-
áèðàåìñÿ çäåñü èçëîæèòü. Íî ïðåæäå ÷åì ýòî ñäåëàòü, ðàññìîòðèì, êàê
èñïîëüçóþòñÿ "ñëîæíîñòíûå" ïîäõîäû â àíàëèçå ÝÝÃ.

ÝÝÃ-ñèãíàë, êàê èçâåñòíî, îòíîñèòñÿ ê íàèáîëåå ñëîæíûì ôèçè÷å-
ñêèì ñèãíàëàì. Ýòî ñâÿçàíî, ïðåæäå âñåãî, ñ âûñîêîé (è ïðèíöèïèàëü-

íîé) íåñòàöèîíàðíîñòüþ ÝÝÃ [4]. Âñëåäñòâèå íåñòàöèîíàðíîñòè ÝÝÃ ìå-
òîäû, îñíîâàííûå íà ïîäãîíêå ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé ê óæå çàôèêñèðî-
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âàííîé ÝÝÃ, ïðèíöèïèàëüíî íå ãîäÿòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ åå íîâûõ ó÷àñò-
êîâ. Ôåíîìåí íåñòàöèîíàðíîñòè ïðèâåë ê íåîáõîäèìîñòè ïðåäâàðèòåëü-
íîé ñåãìåíòàöèè ÝÝÃ íà (êâàçè)-ñòàöèîíàðíûå ñåãìåíòû ñ òåì, ÷òîáû
ïîñëå òàêîé ñåãìåíòàöèè äëÿ êàæäîãî ñåãìåíòà ïîäáèðàòü ñâîþ ìàòå-
ìàòè÷åñêóþ ìîäåëü. Äëÿ öåëåé ñåãìåíòàöèè ïðåäïðèíèìàëèñü ïîïûòêè
ïðèìåíèòü ïîíÿòèå "ñëîæíîñòü", ÷òîáû âûäåëÿòü â ÝÝÃ-ñèãíàëå îäíî-
ðîäíûå ïî "ñëîæíîñòè"ôðàãìåíòû.

Èñïîëüçóåìûå â ëèòåðàòóðå ïî àíàëèçó ÝÝÃ ïîíÿòèÿ "ñëîæíî-
ñòè" áàçèðóþòñÿ íà èçëîæåííûõ âûøå èäåÿõ, ïðåæäå âñåãî, íà ýíòðîïèè
(èëè áëèçêèõ "íåëèíåéíûõ õàðàêòåðèñòèêàõ") äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è
øåííîíîâñêîé ýíòðîïèè. Îòìåòèì îñíîâíûå äåôåêòû ïîäîáíûõ ïîäõî-
äîâ. Áàçîâûì ïðåäïîëîæåíèåì íåëèíåéíîé äèíàìèêè (òåîðèè äèíàìè÷å-
ñêèõ ñèñòåì, òåîðèè äåòåðìèíèðîâàííîãî õàîñà) ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëîæå-
íèå î òîì, ÷òî èññëåäóåìàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñòàöèîíàðíà, ò.å. íå
ìåíÿåò ñâîèõ ñâîéñòâ âî âðåìåíè. Èìåííî ýòî ïðåäïîëîæåíèå ëåæèò â
îñíîâå ñîâðåìåííîé è âåñüìà ðàçâèòîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè, èìåþùåé
ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåíåíèÿ â ôèçèêå è äðóãèõ îáëàñòÿõ. Íàðóøåíèå
ýòîãî óñëîâèÿ äåëàåò íåâîçìîæíûì ïðèìåíåíèå óêàçàííûõ ïîäõîäîâ, íî
èìåííî íåñòàöèîíàðíîñòü è ÿâëÿåòñÿ åäâà ëè íå ãëàâíûì ïðèçíàêîì
ÝÝÃ-ñèãíàëà. Îòìåòèì çäåñü, ÷òî äàæå äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àÿ çàäà-
÷à âîññòàíîâëåíèÿ îïèñàíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ïî åå íàáëþäàåìûì
òðàåêòîðèÿì âåñüìà ñëîæíà è â ïðàêòè÷åñêîì îòíîøåíèè âåñüìà äàëåêà
îò ñâîåãî ðåøåíèÿ (ðåêîìåíäóåì ÷èòàòåëþ îçíàêîìèòüñÿ ñ èíòåðåñíîé
è ñîäåðæàòåëüíîé ñòàòüåé [2], ãäå, ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå íà äîñòàòî÷-
íî ñòðîãîì ìàòåìàòè÷åñêîì óðîâíå ðàññìîòðåíû ïðàêòè÷åñêèå àñïåêòû
ýòîé ïðîáëåìû).

Òàêèì îáðàçîì, ïîïûòêà ïðèìåíåíèÿ ýíòðîïèéíûõ ïîíÿòèé ñëîæíî-
ñòè êàê ñïîñîáà îïèñàíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ãåíåðèðóþùåé ÝÝÃ-
ñèãíàë, íà íàø âçãëÿä, àïðèîðè íåñîñòîÿòåëüíà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èñ-
ïîëüçîâàíèå äëÿ õàðàêòåðèçàöèè ÝÝÃ-ñèãíàëà êëàññè÷åñêîé øåííîíîâ-
ñêîé ýíòðîïèè òàêæå, íà íàø âçãëÿä, íå âïîëíå îòâå÷àåò òåì öåëÿì,
êîòîðûå ìîæíî áûëî áû ïîñòàâèòü ïðè ðàáîòå ñ òàêèì ñèãíàëîì. Äåëî
â òîì, ÷òî øåííîíîâñêàÿ ýíòðîïèÿ õàðàêòåðèçóåò ñëîæíîñòü ðàñïðåäå-
ëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, èëè, êàê âûøå îòìå÷àëîñü, áîãàòñòâî "òèïè÷åñêèõ"
òðàåêòîðèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Äà-
æå åñëè îòâëå÷üñÿ îò ïðîáëåìû íåñòàöèîíàðíîñòè, òàêàÿ õàðàêòåðèñòè-
êà ëèøü îïîñðåäîâàííî ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû èçìåðÿòü
"ñëîæíîñòü" îïèñàíèÿ ñàìîãî ñèãíàëà, à èìåííî ñëîæíîñòü îïèñàíèÿ è
åñòü, íà íàø âçãëÿä, òî ñâîéñòâî, êîòîðûì ìîæíî áûëî áû õàðàêòåðèçî-
âàòü ðàçëè÷íûå ñåãìåíòû ÝÝÃ.
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Ïåðåéäåì òåïåðü íåïîñðåäñòâåííî ê èäåå íàøåãî ïîäõîäà ê ïîíÿòèþ
"ñëîæíîñòü ÝÝÃ" è, áîëåå îáùî, ê ïîíÿòèþ "ñëîæíîñòü íåïðåðûâíîé
êðèâîé". Ïóñòü íà îòðåçêå [0, T ] çàäàíà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ (êðèâàÿ)
x(t). Íàì õîòåëîñü áû ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ýòîé êðèâîé íåêîå ÷èñëî,
êîòîðîå õàðàêòåðèçóåò åå "ñëîæíîñòü". Áóäåì èñõîäèòü èç èäåè Êîëìî-
ãîðîâà î òîì, ÷òî "ñëîæíûé" îáúåêò òðåáóåò äëÿ ñâîåãî îïèñàíèÿ ìíîãî
èíôîðìàöèè, à "ïðîñòîé" � ìàëî. Âûáåðåì ÷èñëî h > 0 è ðàññìîòðèì
ðàçáèåíèå îòðåçêà [0, T ] òî÷êàìè {ti} íà n = [T/h] ðàâíûõ ÷àñòåé (çäåñü
[a] � ýòî öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà a). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû èçìåðèëè íàøó
êðèâóþ òîëüêî â òî÷êàõ ðàçáèåíèÿ ti. Ñ êàêîé òî÷íîñòüþ ìîæíî âîñ-
ñòàíîâèòü âñþ êðèâóþ ïî ýòîé èíôîðìàöèè? Ïóñòü çàäàíî íåêîòîðîå
ìíîæåñòâî F ñïîñîáîâ àïïðîêñèìàöèè êðèâîé ïî êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó
òî÷åê (â èäåàëå ýòî ìíîæåñòâî âñåõ èçâåñòíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ
êðèâîé ïî åå çíà÷åíèÿì â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê).

Ðàññìîòðèì îøèáêó àïïðîêñèìàöèè

ε(h) = inf
F
‖x(t)− x̂(t)‖,

ãäå x̂(t) � àïïðîêñèìèðóþùàÿ êðèâàÿ, ïîñòðîåííàÿ îäíèì èç äîïóñòè-
ìûõ ñïîñîáîâ àïïðîêñèìàöèè ïî n äàííûì òî÷êàì, ‖ · ‖ � íåêîòîðàÿ èí-
òåãðàëüíàÿ íîðìà â ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå, à èíôèìóì áåðåòñÿ
ïî âñåìó ìíîæåñòâó çàäàííûõ ñïîñîáîâ àïïðîêñèìàöèè.

ßñíî, ÷òî åñëè x(t) ≡ const, òî äëÿ åå âîññòàíîâëåíèÿ äîñòàòî÷íî îä-
íîé òî÷êè, èíûìè ñëîâàìè, êîíñòàíòà åñòü íàèáîëåå "ïðîñòàÿ" êðèâàÿ,
÷òî âïîëíå ñîãëàñóåòñÿ ñ èíòóèöèåé. Ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî èñêëþ÷èòü
êîíñòàíòû èç ìíîæåñòâà ðàññìàòðèâàåìûõ êðèâûõ, äëÿ ÷åãî ñëåäóåò
ïðîâåñòè ïðåäâàðèòåëüíîå öåíòðèðîâàíèå x(t). Äàëåå, äëÿ âîçìîæíî-
ñòè ñðàâíåíèÿ ìåæäó ñîáîé ïîãðåøíîñòåé àïïðîêñèìàöèè ðàçíûõ êðè-
âûõ íàäî âñå èõ ðàññìàòðèâàòü â îäíîì ìàñøòàáå, ò.å. ïðîâåñòè ïðåä-
âàðèòåëüíóþ íîðìèðîâêó. Ñ ýòîé öåëüþ ñëåäóåò, ïîñëå öåíòðèðîâàíèÿ,
ðàññìàòðèâàòü íîðìèðîâàííóþ êðèâóþ z(t) = x(t)/‖x(t)‖ (î÷åâèäíî,
‖z(t)‖ = 1). Ïîñëå öåíòðèðîâàíèÿ è íîðìèðîâàíèÿ êðèâîé îøèáêà àï-
ïðîêñèìàöèè (èíòåãðàëüíàÿ) íå ïðåâçîéäåò 1, ïðè÷åì ìàêñèìàëüíàÿ
îøèáêà äîñòèãàåòñÿ, åñëè èíòåðâàë äèñêðåòíîñòè h = T (ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ìû äîëæíû èñïîëüçîâàòü äëÿ àïïðîêñèìàöèè ëèøü îäíó êîíñòàíòó,
à òîãäà íàèëó÷øåé êîíñòàíòîé áóäåò, èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè, íóëå-
âàÿ; ïðè ýòîì ïîãðåøíîñòü îêàæåòñÿ ðàâíîé íîðìå èñõîäíîé êðèâîé, ò.å.
1).

Áóäåì òåïåðü ñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè ε(h), óâåëè÷èâàÿ âåëè÷èíó h
(ò. å. óìåíüøàÿ êîëè÷åñòâî äàííûõ n). Ïîíÿòíî, ÷òî ñ ðîñòîì h ôóíê-
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öèÿ ε(h) äîëæíà ìîíîòîííî ðàñòè (âåäü óâåëè÷åíèå øàãà äèñêðåòíîñòè
îçíà÷àåò, ÷òî ìû âûáðàñûâàåì âñå áîëüøå è áîëüøå èíôîðìàöèè î ôóíê-
öèè è, çíà÷èò, åå àïïðîêñèìàöèÿ ñòàíîâèòñÿ âñå õóæå è õóæå, åñëè íà-
áîð ìåòîäîâ àïïðîêñèìàöèè ôèêñèðîâàí). Ñ ó÷åòîì ñäåëàííûõ çàìå÷à-
íèé ïîãðåøíîñòü ε(h) áóäåò ìîíîòîííîé ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèåé ñâî-
åãî àðãóìåíòà, äîñòèãàþùåé ñâîåãî ìàêñèìóìà, ðàâíîãî 1, ïðè h = T .
Åñëè òåïåðü çàäàòüñÿ íåêèì "ïðèåìëåìûì" (ñ òî÷êè çðåíèÿ êîíêðåòíî-
ãî ïîëüçîâàòåëÿ) óðîâíåì ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè ∆ < 1, òî ìîæíî
îïðåäåëèòü, êàêîâ òîò äîïóñòèìûé îáúåì èíôîðìàöèè, êîòîðûé ìîæåò
áûòü âûáðîøåí áåç ñóùåñòâåííîé ïîòåðè êà÷åñòâà âîññòàíîâëåíèÿ êðè-
âîé.

Òåïåðü ñëîæíîñòüþ (òî÷íåå,
(
∆, F‖·‖)-ñëîæíîñòüþ) äàííîé êîí-

êðåòíîé êðèâîé x(t) ìîæíî íàçâàòü âåëè÷èíó 1−h∗/T , ãäå h∗ = min{h ≤
T : ε(h) = ∆}. Èíûìè ñëîâàìè, ýòî îòíîñèòåëüíàÿ äîëÿ èíôîðìàöèè,

êîòîðàÿ íåîáõîäèìà äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ äàííîé êðèâîé ñ äàííîé òî÷-

íîñòüþ çàäàííûì íàáîðîì ìåòîäîâ.
Îòìåòèì, ÷òî ïðåäëàãàåìàÿ ìåðà ñëîæíîñòè åñòü èíäèâèäóàëüíàÿ õà-

ðàêòåðèñòèêà êîíêðåòíîé êðèâîé, à íå íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà êðèâûõ,
ïîðîæäàåìûõ íåêèì ìåõàíèçìîì, êàê ýòî ïîëó÷àåòñÿ ïðè èñïîëüçîâà-
íèè ýíòðîïèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Äàëåå, ýòà ìåðà íèêàê íå ñâÿçàíà ñ
âîçìîæíûìè ìåõàíèçìàìè ïîðîæäåíèÿ êðèâîé (íàïðèìåð, ñ òåì, ÿâëÿ-
åòñÿ ëè êðèâàÿ êóñêîì ðåàëèçàöèè êàêîãî-òî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà èëè
òðàåêòîðèåé êàêîé-òî äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû). Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ âàæíûì, â ÷àñòíîñòè, ïðèìåíèòåëüíî ê ÝÝÃ â ñèëó óæå âû-
ñêàçàííûõ ñîîáðàæåíèÿõ îá îñîáåííîñòÿõ ýòîãî ñèãíàëà. Âîîáùå, ïðåä-
ëàãàåìàÿ ìåðà ñëîæíîñòè "íàñòðîåíà" íà âîñïðèÿòèå ïîëüçîâàòåëÿ, ò.å.
ïðÿìî ó÷èòûâàåò, ëåãêî èëè íåò ìîæíî ðàáîòàòü ñ äèñêðåòíûìè äàííû-
ìè î êðèâîé.

Ç à ì å ÷ à í è å 1.1. Ìîæíî áûëî áû ïîïðîáîâàòü õàðàêòåðèçî-

âàòü ñëîæíîñòü êðèâîé åå øåííîíîâñêîé ýíòðîïèåé. À èìåííî, ìîæ-

íî ðàçáèòü îñü çíà÷åíèé êðèâîé íà êîíå÷íîå ÷èñëî èíòåðâàëîâ, ïîäñ÷è-

òàòü ÷àñòîòû ïîïàäàíèÿ çíà÷åíèé êðèâîé â òîò èëè èíîé èíòåðâàë

è çàòåì ïî ôîðìóëå Øåííîíà ïîäñ÷èòàòü ýíòðîïèþ ïîëó÷åííîãî ÷à-

ñòîòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Îäíàêî íåòðóäíî ïîñòðîèòü êðèâûå (íàïðè-

ìåð, ïåðèîäè÷åñêèå), ó êîòîðûõ ýíòðîïèÿ (ïðè ôèêñèðîâàííîì ÷èñëå

èíòåðâàëîâ ðàçáèåíèÿ îñè çíà÷åíèé) ïðàêòè÷åñêè íå áóäåò ìåíÿòüñÿ

ñ óìåíüøåíèåì ÷èñëà äèñêðåòíûõ îòñ÷åòîâ (åñëè ýòèõ îòñ÷åòîâ âñå

åùå äîñòàòî÷íî ìíîãî), òàê ÷òî çàâèñèìîñòü òàêîé ìåðû îò äîëè

îñòàâøåéñÿ èíôîðìàöèè áóäåò î÷åíü ñëàáîé. Â òî æå âðåìÿ îøèáêà

àïïðîêñèìàöèè äîëæíà áûòü äîñòàòî÷íî ÷óâñòâèòåëüíîé ê óìåíüøå-
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íèþ äîñòóïíîé èíôîðìàöèè, îñîáåííî äëÿ "ñëîæíûõ" êðèâûõ.
Ç à ì å ÷ à í è å 1.2. Ïðåäëàãàåìàÿ ìåðà ñëîæíîñòè, î÷åâèäíî, çàâè-

ñèò îò ïðèíÿòîé ôóíêöèîíàëüíîé íîðìû, îò êëàññà F è îò óðîâíÿ ∆.

Ìîæåò òàê ñëó÷èòüñÿ, ÷òî ïðè èçìåíåíèè ýòèõ ïàðàìåòðîâ îòíî-

øåíèå ñëîæíîñòè äëÿ îäíîé è òîé æå ïàðû êðèâûõ èçìåíèòñÿ íà ïðî-

òèâîïîëîæíîå. Ýòî, îäíàêî, íà íàø âçãëÿä, íå ÿâëÿåòñÿ íåäîñòàòêîì,

òàê êàê ôóíêöèîíàëüíàÿ íîðìà è óðîâåíü ∆ åñòü êðèòåðèè êà÷åñòâà

àïïðîêñèìàöèè, êîòîðûå âûáðàë äëÿ ñåáÿ êîíêðåòíûé ïîëüçîâàòåëü, à

êëàññ F îïèñûâàåò àëãîðèòìè÷åñêèå âîçìîæíîñòè ýòîãî ïîëüçîâàòå-

ëÿ. Áîëåå òîãî, äëÿ àíàëèçà òàêèõ ñëîæíûõ êðèâûõ êàê ÝÝÃ, âàæíî

íå êîíêðåòíîå ÷èñëîâîå çíà÷åíèå ñëîæíîñòè, à äèíàìèêà åå èçìåíåíèé

ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî ó÷àñòêà êðèâîé ê äðóãîìó. Èìåííî ýòà äèíàìè-

êà â ïðèíöèïå ìîæåò äàòü âîçìîæíîñòü äåòåêòèðîâàòü âàæíûå èç-

ìåíåíèÿ â ÝÝÃ, êîòîðûå ìîãóò îçíà÷àòü êàêèå-ëèáî ôóíêöèîíàëüíûå

ïåðåñòðîéêè. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ íàèáîëåå ïðèåìëåìûì äëÿ àíàëèçà

ÝÝÃ ñëåäóåò ïðèçíàòü òàêîé ïîêàçàòåëü ñëîæíîñòè, êîòîðûé óëàâ-

ëèâàåò åå èçìåíåíèå ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî ñåãìåíòà ÝÝÃ ê äðóãîìó;

ïðè ýòîì íåñóùåñòâåííî ÷èñëîâîå âûðàæåíèå ïîêàçàòåëÿ äëÿ êîíêðåò-

íîãî ñåãìåíòà, à âàæíà ëèøü ñòåïåíü åãî ÷óâñòâèòåëüíîñòè ê èçìå-

íåíèþ õàðàêòåðà êðèâîé.

Ç à ì å ÷ à í è å 1.3.Âîçìîæíîñòü ïîäñ÷èòûâàòü ñëîæíîñòü êðèâîé

íà ñåãìåíòå ïðîèçâîëüíîé äëèíû ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòåëþ âûáèðàòü

òîò âðåìåííîé ìàñøòàá, äëÿ êîòîðîãî îí õîòåë áû ïðîâåñòè àíàëèç

âñåé íàáëþäåííîé ðåàëèçàöèè. Ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü èññëåäîâàòü

äèíàìèêó ñëîæíîñòè ÝÝÃ â ðàçíûõ âðåìåííûõ ìàñøòàáàõ è, ñëåäîâà-

òåëüíî, àíàëèçèðîâàòü ðàçíûå ñòðóêòóðû ýòîé êðèâîé, êîòîðûå ìî-

ãóò õàðàêòåðèçîâàòü ðàçíûå ôóíêöèîíàëüíûå ñîñòîÿíèÿ ìîçãà.

2. Àëãîðèòì

Ïðè ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè èçëîæåííîé âûøå èäåè íóæíî ó÷èòû-
âàòü, ÷òî ðåàëèçàöèÿ êðèâîé çàäàåòñÿ âñåãäà â äèñêðåòíîì âðåìåíè, ò.å.
"êðèâàÿ" ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíå÷íûé íàáîð îòñ÷åòîâ (êîíå÷íîìåðíûé
âåêòîð). Êðîìå òîãî, èç ñîîáðàæåíèé ïðîñòîòû ðåàëèçàöèè äëÿ ïåðâûõ
ýêñïåðèìåíòîâ ñëåäîâàëî âûáðàòü íå ñëèøêîì áîãàòûé êëàññ F . Äàëåå,
êàê óæå îòìå÷àëîñü, âñå àíàëèçèðóåìûå êðèâûå íóæíî ïðèâåñòè ê îä-
íîìó ìàñøòàáó.

Äèñêðåòíîñòü èñõîäíîé êðèâîé ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî çàâèñèìîñòü
îøèáêè àïïðîêñèìàöèè îò êîëè÷åñòâà âûáðîøåííûõ òî÷åê íå áóäåò ìî-
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íîòîííîé, åñëè îñòàþùèõñÿ òî÷åê äîñòàòî÷íî ìàëî. Ïîýòîìó æåëàòåëü-
íî èìåòü äîñòàòî÷íî âûñîêóþ ÷àñòîòó îïðîñà ñ òåì, ÷òîáû äàæå ïðè
óäàëåíèè áîëüøîãî ïðîöåíòà äàííûõ (ðåàëüíî â íàøèõ îïûòàõ ýòî 70-
90%), ïðè êîòîðîì åùå âîçìîæíà óäîâëåòâîðèòåëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ,
äèñêðåòíîñòü çàïèñè êðèâîé ìàëî âëèÿëà íà ìîíîòîííîñòü ïîâåäåíèÿ
îøèáêè.

Äëÿ ïðèâåäåíèÿ êðèâûõ ê îäíîìó ìàñøòàáó ìû èñïîëüçîâàëè öåí-
òðèðîâàíèå è ïîñëåäóþùóþ íîðìèðîâêó (â ìåòðèêå l1) êîíå÷íîìåðíîãî
âåêòîðà (êðèâîé), òàê ÷òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àëñÿ âåêòîð èç ñîîòâåòñòâó-
þùåé åäèíè÷íîé ñôåðû.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè êðèâàÿ çàäàâàëàñü âåêòîðîì x =(
x1, x2, . . . , xn

)
, òî ïåðâàÿ îïåðàöèÿ àëãîðèòìà ñîñòîÿëà â ïåðåõîäå

ê âåêòîðó y = x − x̄, ãäå x̄ = n−1
∑n

i=1 xi, à âòîðàÿ îïåðàöèÿ � â
ïåðåõîäå ê âåêòîðó z = y/‖y‖, ‖y‖ =

∑n
i=1 |yi|.

Ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè âåêòîðà z âåêòîðîì ẑ ìû èçìåðÿëè â
òîé æå l1-ìåòðèêå, ò.å. ‖z − ẑ‖ =

∑n
i=1 |zi − ẑi|.

Äèñêðåòíîñòü çàïèñè èñõîäíîé íåïðåðûâíîé êðèâîé ïðèâîäèò ê
íåáîëüøîé ìîäèôèêàöèè ôîðìóëû äëÿ ñëîæíîñòè. Âî-ïåðâûõ, ïðè äî-
ñòàòî÷íî áîëüøîì ÷èñëå n∗ < n îñòàâøèõñÿ ïîñëå âûáðàñûâàíèÿ òî÷åê
îòíîøåíèå h/T ìîæíî çàìåíèòü âåëè÷èíîé 1/n∗. Âî-âòîðûõ, öåëåñîîá-
ðàçíî ñ÷èòàòü, ÷òî åñëè n∗ = n (ò.å. íåëüçÿ âûáðîñèòü íè îäíîé òî÷êè èç
èñõîäíîé çàïèñè áåç ñóùåñòâåííîé ïîòåðè êà÷åñòâà âîññòàíîâëåíèÿ), òî
ñëîæíîñòü êðèâîé ðàâíà 1. Ñ ó÷åòîì ýòèõ çàìå÷àíèé ìû èñïîëüçîâàëè
äëÿ ïîäñ÷åòà ñëîæíîñòè s êðèâîé ôîðìóëó

s =
1− 1/n∗

1− 1/n
,

ãäå, íàïîìíèì, n∗ � ýòî ÷èñëî òî÷åê, îñòàâøèõñÿ ïîñëå âûáðàñûâàíèÿ,
ïðè êîòîðîì êðèâàÿ åùå âîññòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïðèåìëåìîé òî÷íîñòüþ, n
� ÷èñëî òî÷åê â èñõîäíîé çàïèñè êðèâîé.

3. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû

Êëàññ F â ïåðâîì âàðèàíòå íàøåãî àëãîðèòìà ñîñòîÿë âñåãî ëèøü èç
îäíîãî ñïîñîáà � àïïðîêñèìàöèè êðèâîé êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé ôóíêöè-
åé. Èíûìè ñëîâàìè, ïðè óäàëåíèè êàêèõ-ëèáî òî÷åê èç ïåðâîíà÷àëüíîãî
íàáîðà ìû çàìåíÿëè çíà÷åíèÿ êðèâîé â óäàëåííîé òî÷êå åå çíà÷åíèåì â
ïðåäûäóùåé òî÷êå. Èç-çà äèñêðåòíîñòè ïðè ïîèñêå íàèëó÷øåé àïïðîêñè-
ìàöèè íàäî ïðîâîäèòü ïåðåáîð ïî çíà÷åíèþ â íà÷àëüíîé òî÷êå, íåñìîò-
ðÿ íà òî, ÷òî ìû èñïîëüçóåì òîëüêî îäèí ìåòîä àïïðîêñèìàöèè. Ýòîò

7



ïåðåáîð äåëàåòñÿ âíóòðè òîãî "îêíà ïðîðåæèâàíèÿ", êîòîðîå â äàííûé
ìîìåíò ïðèìåíÿåòñÿ (ò.å. ïðè çàäàííîé äîëå âûáðîøåííûõ òî÷åê).

Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ âêëþ÷èòü â êëàññ F êóñî÷íî-
ïîëèíîìèàëüíûå ôóíêöèè è àïïðîêñèìàöèþ îòðåçêîì ðÿäà Ôóðüå ïî
ðàçíûì îðòîíîðìèðîâàííûì ñèñòåìàì ôóíêöèé.

Òåñòèðîâàíèå ïðîâîäèëîñü íà ÝÝÃ, çàðåãèñòðèðîâàííîé ó ÷åëîâåêà
âî âðåìÿ ñíà. Äëÿ òàêîé ÝÝÃ õàðàêòåðåí î÷åíü øèðîêèé äèàïàçîí ïàò-
òåðíîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì ñîñòîÿíèÿì íåéðîíîâ êîðû áîëü-
øèõ ïîëóøàðèé ìîçãà [5]. ÝÝÃ ðåãèñòðèðîâàëàñü â ïðàâîì çàòûëî÷íîì
îòâåäåíèè ñ ÷àñòîòîé äèñêðåòèçàöèè 100 Ãö.

Ïðè ïðîñìîòðå áûëè îòîáðàíû 25 áåçàðòåôàêòíûõ ôðàãìåíòîâ äëè-
òåëüíîñòüþ îò 4 äî 16 ñ. (ìåäèàíà � 8 ñ.), êàæäûé èç êîòîðûõ âèçóàëüíî
ïðåäñòàâëÿëñÿ ñðàâíèòåëüíî ãîìîãåííûì, íî îòëè÷àëñÿ ïî ïàòòåðíó îò
îñòàëüíûõ. Ïîêàçàòåëü ñëîæíîñòè ðàññ÷èòûâàëñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíûõ
"îêíàõ" � îòðåçêàõ äëèòåëüíîñòüþ Ò=2 ñ. Âåëè÷èíà ïîãðåøíîñòè àï-
ïðîêñèìàöèè ∆ áûëà óñòàíîâëåíà íà óðîâíå 0,32.

Âàðèàòèâíîñòü îöåíîê ñëîæíîñòè â "îêíàõ" àíàëèçà âíóòðè ãîìîãåí-
íûõ ôðàãìåíòîâ ÝÝÃ îêàçàëàñü çíà÷èòåëüíî íèæå âàðèàòèâíîñòè îöå-
íîê, óñðåäíåííûõ ïî êàæäîìó èç ýòèõ ôðàãìåíòîâ: ìåäèàíà "âíóòðè-
èíòåðâàëüíîãî" ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ áûëà ðàâíà 0,0019, òîãäà êàê
ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå (ïî âñåì ôðàãìåíòàì) óñðåäíåííûõ ïî ôðàã-
ìåíòó çíà÷åíèé ðàâíÿëîñü 0,0083. Îöåíêè ñëîæíîñòè îñîáåííî ñèëüíî
ðàçëè÷àëèñü ìåæäó 6 ôðàãìåíòàìè, èìåâøèìè íàèáîëå ÷åòêèå ïðèçíàêè
íåãëóáîêîãî èëè ïàðàäîêñàëüíîãî ñíà (ñðåäíåå 0,993, ñòàíäàðòíîå îòêëî-
íåíèå 0,0004), è ÷åòûðüìÿ ôðàãìåíòàìè ñ íàèáîëåå ÷åòêî âûðàæåííîé
ìîùíîé äåëüòà-àêòèâíîñòüþ, õàðàêòåðíîé äëÿ òðåòüåé è ÷åòâåðòîé ñòà-
äèé ñíà (ñðåäíåå 0,973, ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå 0,009).

Ïðîÿâèâøàÿñÿ â ýòèõ ðåçóëüòàòàõ ñâÿçü ìåæäó ïàòòåðíîì ÝÝÃ è
îöåíêàìè ñëîæíîñòè íàøëà äîïîëíèòåëüíîå ïîäòâåðæäåíèå, êîãäà ìû
ðàñïîëîæèëè ôðàãìåíòû ÝÝÃ â ïîðÿäêå ïîíèæåíèÿ ñðåäíåé îöåíêè
ñëîæíîñòè (ñì. ðèñóíîê 1, ãäå â öåëÿõ ýêîíîìèè ìåñòà ïîêàçàíû òîëüêî
êàæäûé òðåòèé ôðàãìåíò è òîëüêî ïåðâûå òðè "îêíà" äëèòåëüíîñòüþ ïî
2 ñ.). Ñðåäíÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè (ïî âñåì "îêíàì") äëÿ ïðåäñòàâëåííûõ
íà ðèñóíêå ôðàãìåíòîâ, îáîçíà÷åííûõ áóêâàìè à-ç, áûëà ðàâíà, ñîîò-
âåòñòâåííî, 0,9934, 0,9926, 0,9917, 0,9911, 0,9875, 0,9830, 0,9794, 0,9635.
Îêàçàëîñü, ÷òî ïðèáëèçèòåëüíî â ýòîì ïîðÿäêå íàáëþäàåòñÿ è óãëóáëå-
íèå ñíà, åñëè ñóäèòü ïî ÝÝÃ-ïðèçíàêàì (ñì. íà ðèñóíêå 1, ñëåâà). Äèíà-
ìèêà åäèíè÷íûõ îöåíîê ñëîæíîñòè (ñì. â ïðàâîé ÷àñòè ðèñóíêå 1), êàê
ïðàâèëî, òàêæå ñëåäîâàëà çà èçìåíåíèÿìè â ÝÝÃ.

Ïðåäëîæåííàÿ íàìè ìåðà ñëîæíîñòè, îïèñàííàÿ çäåñü âïåðâûå, óæå
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â ñàìîì ïðîñòîì âàðèàíòå ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà îêàçàëàñü âïîëíå ðàáî-
òàþùèì èíñòðóìåíòîì, ÷óâñòâèòåëüíûì ê ïàòòåðíó ÝÝÃ. Êàê è ìîæíî
áûëî îæèäàòü, îöåíêè ñëîæíîñòè ïàäàëè ïàðàëëåëüíî ñî ñäâèãîì ÝÝÃ
â ñòîðîíó òèïè÷íî ñîííîãî ïàòòåðíà.

Îòìåòèì åùå ðàç, ÷òî íîâàÿ ìåðà ñëîæíîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èí-
äèâèäóàëüíóþ õàðàêòåðèñòèêó êîíêðåòíîé êðèâîé è íèêàê íå ñâÿçàíà
ñ âîçìîæíûìè ìåõàíèçìàìè åå ïîðîæäåíèÿ, ÷òî îñîáåííî âàæíî â ñëó-
÷àå ÝÝÃ, îáùåïðèíÿòîé ìîäåëè ãåíåðàöèè êîòîðîé â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå
ñóùåñòâóåò. Âîçìîæíîñòü ïîäñ÷èòûâàòü ñëîæíîñòü êðèâîé íà ñåãìåíòå
ïðîèçâîëüíîé äëèíû ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòåëþ èçó÷àòü äèíàìèêó ýòî-
ãî ïîêàçàòåëÿ ÝÝÃ â ðàçíûõ âðåìåííûõ ìàñøòàáàõ è, ñëåäîâàòåëüíî,
àíàëèçèðîâàòü âðåìåííóþ èåðàðõèþ ðàçíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ñîñòîÿ-
íèé ìîçãà.

Àâòîðû âûðàæàþò ïðèçíàòåëüíîñòü ïðîô. J.R�oschke (Óíèâåðñèòåò
ã.Ìàéíö, Ãåðìàíèÿ) çà ïðåäîñòàâëåííûå çàïèñè ñîííîé ÝÝÃ.

Àâòîðû áëàãîäàðíû Þ.Ñ.Ïîïêîâó çà âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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Ê ñòàòüå Á.Ñ. Äàðõîâñêîãî, À.ß. Êàïëàíà, Ñ.Ë. Øèøêèíà

Ïîäïèñü ê ðèñóíêó
Ôðàãìåíòû ÝÝÃ (à-ç) â ïîðÿäêå óìåíüøåíèÿ îöåíêè ñëîæíîñòè è

äèíàìèêà ýòîé îöåíêè. Ñëåâà � ÝÝÃ, ñïðàâà � äèíàìèêà îöåíêè ñëîæ-
íîñòè. Ãðàíèöû îêîí, â êîòîðûõ îöåíèâàëàñü ñëîæíîñòü, îòìå÷åíû òî÷-
êàìè äëÿ óäîáñòâà ñîïîñòàâëåíèÿ ÝÝÃ è äèíàìèêè ñëîæíîñòè. Âíèçó �
øêàëà âðåìåíè (â ñåêóíäàõ).
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